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Tasca 1. En 1mm? d’aigua, quantes mol-lecules hi ha? I quina extensié
conté tants grans de sorra com mol-lécules conte la gota d’aigua?

La densitat de I'aigua és p ~ 1gcm™2, i el volum ocupat és V = 1mm? = 1073 cm?.

Per tant:
m=pV =1gem >-103em® =10"3¢g

La massa molar de l'aigua és M ~ 18gmol™' i sabem que en un mol hi ha Ny
mol-lecules (on N4 és el nombre d’Avogadro), aixi que:

1073g

TR emol-T ~ 3.3 x 10 mol-lecules
g mo

n=Ny mol_l% ~ 6.022 x 1023 mol !

Com vam acordar a classe, suposarem que la platja té una profunditat de 10m, i la
platja és rectangular amb una amplada de 100m, i que el volum d’un gra de sorra és
d’lmm?. A més, suposarem també que una gota d’aigua té un volum d’1 mm?.

El volum de la platja en funcié de la llargada en metres, x, sera Vpatja = 10-100 m? -
z=103m? - z.

El volum dun gra de sorra és Vg, = Imm? = 1072 m3. Per tant, si suposem que
tots els grans de sorra ocuparan el volum de la platja sense deixar cap forat, el nombre
de grans de sorra sera de

Vplatja
Ngrans =
Vera

Com, segons ’enunciat, tenim el mateix nombre de grans de sorra que de mol-lecules

en una gota d’aigua, tenim que 1 = Ngrans 1, llavors:
3.2

~ Vhlatja  10°m* -z
‘/gra ‘/gra

—

nVea _ 3.3x10".1079 m?
10°m? 10° m?

— = ~ 33 x 10°m = 33000 km

Si tinguéssim en compte que entre grans de sorra poden haver forats, la llargada de
la platja seria encara més gran que els 33000 km que hem calculat.

En conclusié, hem pogut observar com el nombre de mol-lecules d’aigua en només 1
mil-limetre és extraordinariament gran.
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Tasca 2. Calculeu els graus de llibertat g que té una proteina com la
barnasa que té un C), ~ 1000 cal mol ' K1,

Com hem demostrat a classe, pels gasos ideals Cy = %nR, on g és el nombre de
graus de llibertat. Aleshores, suposant que la barnasa es comportés com un gas ideal,
per n = 1 mol-lecula tenim:

2Cy _2-1000 calmol ' K~!
R~ 1.987calmol 'K~!

Cy = gR = g= ~ 1007 graus de llibertat

Tasca 3. Expresseu en les vostres propies paraules [-(CLAUSIUS) —
—(KELVIN)], que és la demostraci6é de [(KELVIN) — (CLAUSIUS)].

Si no es satisfa la hipotesi de Clausius, aix0 vol dir que en unes condicions concretes
existeix una transformacié termodinamica 'inic resultat de la qual és el flux espontani
de calor () d’una font freda a una font calenta.

To

Q

Tr

Aleshores, el nostre objectiu és, a partir d’aquest fet, arribar a la conclusié que no
se satisfa Kelvin, és a dir, que en certes condicions sigui possible fer una transformacié
termodinamica, I"inic resultat de la qual sigui la conversié de la calor ) en treball W.

Definim la segiient transformacié termodinamica a partir del Cicle de Carnot:

Tc

O

Tr

On convenim que Qr = @ i, per tant, Qc = Q + W.

Si realitzem les dues transformacions termodinamiques anteriors alhora, el resultat
sera que estem realitzant la seglient transformacié termodinamica:
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Tc

Qe=Q+W-Q=W

w

Tr

I aquesta transformacié termodinamica compleix justament I’enunciat negat de Kel-
vin (és una transformacié integra de calor en trebeall), que era justament el que voliem
veure.

Tasca 4. Calculeu les Q¢, Qr i W del Cicle de Carnot per T, T qualsevols.

Demostreu que g—g = %(: f(Te,Tr))
Te To Qe

P A

I )

Pel Cicle de Carnot tenim:

Vi Ve
Qc = / PdV = / "@TC dV = nRT¢ log (VB)

Va Va VA
Vb VD
Qr = —/ PdV = —nRIFlog <)
Vo Ve
W =Qc—Qr

Com és un cicle de Carnot, i tenint en compte que estem considerant processos
isotermics intercalats amb processos adiabatics, donats V4 i Vg podem determinar Vi i
Vp.

Per Vp tenim que Pp = ”{ZC. Aleshores, si fem 'expansié adiabatica amb PV7

constant, PCVg = PBVg . I com volem arribar a T al punt C, PoVo = nR1Tr. Juntant
les dues darreres expressions obtenim que

PEVy PeVINTT  (Tovy )T To\ 71
v—1 _ I'BVp _(£BVe " _ [1cVE _ 20N\ T
Ve = nRT — Vo= (nRTF> N ( Tr ) Ve (TF>
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Si intercanviem els subindexs B per A i els subindexs C per D, obtenim el resultat

analeg:
1
To\ 1
Vp=Vy | =
D A <TF>
Aleshores:
Vb _Va
Ve Vs

Substituint a I’equacié per la @ r obtenim:

Vi
QF = nRTF log (B>
Va

I per tant, fent el quocient de Q¢ i QF obtenim:

\%
Qc nRTc log (V—i) Ic
Qr nRITF log (‘é—’j) Tr

Tasca 5. Tenint en compte que:

028 _ 028 (1)
ovor  orov
(ov), =2 (&), ") g
(@), =7 (), ®
Comproveu que: o op
(v), =7 (55), -7 o

Apliquem (8%)\/ a(2)i (%)T a (3). Obtenim:

028 1/ 9*U oP 1 oU

== ==+ = -5\ {55) +P
ovoaT T \ovVoT or ), T ov )
9%S 1 o*U
ovVoT T OToV

Aleshores, per (1) (Teorema de Schwarz), igualant les anteriors expressions tenim:

oU oP
=) =7(%=) -rP
(ov), =7 (5x),
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Tasca 6. Calculeu Cp — Cy per ’equacié de Van der Waals, partint de
I’expressi6 (4) i sabent que:

orcu=(r+ (3),) (),

L’equacié de Van der Waals és:

<P+%) (v—b) = RT

onv=2Y,
n
Sabem que:

ou oP R RT a a
) =1 —pP=T I A
<8V>T <8T)V v—b v—b P

Ara calculem la derivada de V respecte T a pressié constant utilitzant la regla de la

cadena d’Euler:
OV (OTN (oP\ _
or ) p \OP ), \OV )

Finalment:

oo (- (39)) 88), -3 e

1
R n\(v=b0)2 3
RT
. v—b . R . nR
~w=bl (_RT __ 22\ (=021 ( RT _ 22\ 1_ 20(v=b)°
R n \(v=b)2 ~ o3 RT n \(v=b)2 — 3 v3RT
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Tasca 7.

a) Demostreu:

<§1€’>T_; (?;)TW@VD)T (©)
(g:i)P:; :(3?);13(3?); (7)

Indicacié: Expreseu l'entropia en funcié de P i T, i feu les substitucions adients
tenint en compte que:

_dU +av

ds T (8)

b) A partir del Teorema de Schwarz
o (o8 _ o (08
or \oP ), 9OP\9T)p
veieu que aixo implica que
0S8 ov
=) === 9
(or), =~ (57), Y
Fem les descomposicions de la diferencial exterior de U (P, T) i la diferencial exterior
de V(P,T):
ou ou
dU = | == ) dP — | dT
(57), 27+ (51).

ov ov
dV = | — dP — dT
v <8P>T +<8T>p

Ara substituim aquestes expressions a l’expressié (8), que s’ha derivat a partir del
primer principi de la Termodinamica:

-3 [(38), - (5) - 39,00+ (3, ] -
A, (), () )

Fem la descomposici6 de la diferencial exterior de S(P,T):
oS oS
dS=|—-=) dP — | dT
(or), 7+ (5r),

Si igualem per components les dues expressions anteriors arribarem a les igualtats
(6) i (7) que buscavem a I’apartat a.
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UYL (V) ) _
OP ) 1 OP )l
T2 |\oP), OP )| T |OPOT =~ OPOT|
D (0S\ _ 0 [L[(U\ (oY ] _
P\9T ), OP\T |\OT)p» or)yl)
1[ 0%U )% 0*V
T |0POT o ) p oPoOT
Aplicant el Teorema de Schwarz podem igualar ambdues expressions:
1 ou ov 1 /oV ou ov ov
—— | == P == == = — Pl=—=) =-T| =
m|Gr), 7 (), -7 ), = )+ (), = (57),
Substituint aquesta expressié a (6) obtenim finalment:

(5p), =7 (7)., (5r),

Tasca 8. Investigueu pel vostre compte si K7 — 0 en el limit 7' — 0.

o)

Utilitzarem el resultat (9) de la tasca 7.b) per demostrar que aquest limit és cert.

]@:_1<mv _ 15 _ 1 (5R)p
VAOP )z V(F)y V(5

Ara calcularem la derivada parcial de ’entropia:

oS 0 T v—> Cy
el - = 1 - 1 - v
(a7), = oz [0v -1 (7;) +omos (=5 ) +] = F

Finalment,
1
Kr=- oP
VT (57)y

que divergeix quan T — 0.

Tasca 9.

a) Calculeu ’equacié d’estat a partir de % = (%)V i demostreu que és
U= L

1+e*BT
1 1—-f(U,V)
S(U,V)=VKp [log <> + f(U,V)log ()]
V) r—rowvy) O TRy

on f(U,V) := %
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1

_ 1 1— f(UV)
T VKpg [1—f(U,V)8Uf(U’ V) —i—an(U, V) log (f(U,V)) + ...
V)TV

1

. 1 1—-f(U,V) 1 1
=K [1 ) “"g( F0.V) ) UV T _fw’v)f(U,VJ

1% \%4 U V
1 _1

b) Calculeu P a partir de ’expressié6 P =T (gv)U

n

S(U,V) = VEKp [log <1—f%UV)> + F(U, V) log <1—f(UV)ﬂ

fU,V)
KT~ L-mmavfw, V) + v (U, V) log (f(UV)>

...—f(U,V)avf(U,V)l_ftUV)—f(U,V)avf(U,V) ! ]+

Flog (—
Ve A

) ()
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=
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=
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= P:KBTlog( 4 )

V_-U
c) Calculeu K7 a partir de I’expressié K1 = _% (%)T
d) Calculeu p a partir de ’expressié = — (g% U

De l'apartat a), tenim:
1

1
" Kglog (x-1)

D’on podem calcular el coeficient de Joule:

__<5T> _ 1
P\ T K ee (N1 vV -0

e) Calculeu C, a partir de ’expressié C, = % = (6—U)V

Derivant el resultat final de 'apartat a) obtenim:

_1_
1% e KBT

Cy=—
' KpT* (14—6@)2

f) Calculeu C, a partir de ’expressié C), = % = (%)P + P (%)P

g) Calculeu C, — C, i comproveu que és major que 0.

h) Demostreu que

lim S(U, V), Cy, Gy = 0

és a dir, que es satisfa el tercer principi de la Termodinamica.

S(U,V) = KV [log (VVU> + %log (V(‘]Uﬂ _

1
v ) U(1+e%7) ~U
= KgV |log % + — log =
vV — T 14 kBT U
1+6KBT
1 1 1
= KgV |log + =
1-—1L wgt KT
by | LR BB

=V

1 71
Kg|log(l)=log|1—- ——F— | |+ ——| =
1+ eKsT 1+ eEKsT

1
1+ e®BT —1 T-!
=V |-Kpglog . + T =
1+6KBT 1—|—eKBT
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1
ekBT 7!
=V |-Kpglog 1 + 1
1 +eFsT 1+eXeT
Definim ara el canvi de variables A := T~! per treballar amb un limit tendint a

Iinfinit, que és més comode de manipular que si tendeix a 0. Aleshores:

ef?B A
lim S(T) = lim S(\) = lim V |—-Kpglog — | + 5
T—0 A—00 A—00 1 + 6@ 1 + 6@

Com que es compleix que el volum és un valor fitat en un entorn obert de 1" = 0, que
I’exponencial és un infinit d’ordre superior que qualsevol polinomi i que I'’exponencial
sumada a una constant és un infinit del mateix ordre que ’exponencial, obtenim que el
resultat del limit és:

lim S(\) =0 = %im S(T)=0

A—00 —0

En el cas de C'y hem de fer el mateix canvi de variables, fet que ens fa obtenir la
seglient expressio:

VA2 eKn
Cy =—
v Kp 2\ ?
(%)
Aleshores, calculem el segiient limit:

)\2

lim —— =0

A—00 eEp

on hem usat de nou el fet que I’exponencial és un infinit d’ordre superior a un polinomi.

Ara manipularem aquest limit usant de nou el fet que I’exponencial sumada a una
constant és un infinit del mateix ordre que I'exponencial i que el volum esta fitat en un
entorn del 0, per veure que és el mateix limit que el que voliem calcular:

A A A
A . AeEs . AeEs _ A2eEp
0=lm —/—=1Ilm ——=lm —— = lim ————5 =
A—=o00  Fo A—00 A A—00 A A—00 A
VAQ %
e*B
=1 = lim Cy = lim C
el N2 b VTRV
Kp|1l+eXB

10
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Tasca 10. Evaleu ’expressio

8G'toml _
oz,

0

Si definim g; := us — T'ss + p% (energia lliure de Gibbs especifica) i g; := u; —

Ts; + 5, proveu que la condicié d’equilibri és

9s = 4i

Evaluem I’expressio:

oG -
0= Ctotal _ prg |:ZL‘S(US —Tss)+ (1 —as) (uy—Ts;) + P <3€5 + x5>] —
Oxs " .
1 1
— M [US—TSS_“”“TSZJFP(_)} -
Ps Pl

P P
< Uus—Tssg+—=uy—Ts+ — <= gs =g
Ps pr - (def)

11



